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Aufgabe 1: Vektorgeometrie (2 + 2 + 4 = 8 Punkte)

Die Ebene E: 2x +y + 2z = 24 und die Kugel K mit Mittelpunkt M(1/5/-5) und Radius r=15

schneiden sich.

a) Berechnen Sie den Mittelpunkt M' des Schnittkreises k'.  {zur Kontrolle: M'(7/8/1)}

b) Zeigen Sie, dass der Punkt A(3/0/9) auf k' liegt.

c) Die Punkte B, C und D sollen ebenfalls auf dem Schnittkreis k' liegen. Berechnen Sie die
Koordinaten der Punkte B, C und D so, dass das Viereck ABCD ein Quadrat ist.

Aufgabe 2: Vollstandige Induktion (4 Punkte)
Beweisen Sie die nachstehende Aussage durch vollstandige Induktion:

7™ — 2™ ist fur alle n € N durch 5 teilbar.

Aufgabe 3: Potenzreihen (3 + 3 = 6 Punkte)

Gegeben ist die Funktion f(x) = Trax

a) Bestimmen Sie fir die Funktion f das quadratische Maclaurin-Polynom M2(x), indem Sie die
Definition fiir Maclaurin-Polynome verwenden.
Besonderer Hinweis: der Taschenrechner v200 darf zum Ableiten nicht benutzt werden.

b) Schreiben Sie f(x) als Potenzreihe P(x) und bestimmen Sie den Konvergenzbereich.
Driicken Sie dabei P(x) mit dem Summenzeichen aus.

Aufgabe 4: Differenzialgleichungen (3 + 2 + 3 = 8 Punkte)

Besonderer Hinweis: deSolve (v200) darf nur zur Kontrolle benutzt werden.
a) Losen Sie die Differenzialgleichung y" + 2y' + 5y = 0.
b) Berechnen Sie die Lésung der Differenzialgleichung y' + 2y' + 5y = 3%,
Hinweis: Benutzen Sie den Ansatz yp = A-e3x .
c) Losen Sie das Anfangswertproblem y' + 2y'+ 5y =0 mit y(0)=1 und y'(0)=0.

Aufgabe 5: Normalverteilung (2 + 2 = 4 Punkte)

Eine Maschine stellt Bauteile her, von denen durchschnittlich 3% fehlerhaft sind.

Die Tagesproduktion der Maschine betragt 2000 Bauteile.

Hinweis: Die Binomialverteilung muss jeweils durch die Standardnormalverteilung approximiert
werden.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit enthalt die Tagesproduktion hochstens 70 fehlerhafte Bauteile?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit weicht die Anzahl der fehlerhaften Teile einer Tagesproduktion
hochstens 10% vom Erwartungswert ab?
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Aufgabe 6: Kreisbewegung (2 + 3 + 2 = 7 Punkte)

Sie bewegen sich auf dem Sitz eines Kettenkarussells. Ihre Masse betragt zusammen mit der Masse
des Sitzes 78kg. Der Befestigungshaken der Kette befindet sich im Abstand von 4.5m von der Dreh-
achse, die Kette hat eine Lange von 3.2m. Die Kette bildet zur Vertikalen einen Winkel von 48°.

a) Erstellen Sie eine Skizze der Situation und zeichnen Sie alle auf den Sitz wirkenden Krafte sowie

die resultierende Gesamtkraft ein.

b) Wie lange dauert eine Umdrehung des Karussells?

c) Mit welcher Kraft ist die Kette belastet?

Aufgabe 7: Warmelehre (2 + 2 + 2 + 2 = 8 Punkte)

Der Kreisprozess eines Stirling-Motors
kann idealisiert mit zwei isochoren und
zwei isothermen Prozessschritten be-

schrieben werden (siehe nebenstehendes

p-V-Diagramm).

Der Zylinder des Motors ist mit 9-10“mol
Stickstoff gefiillt. Die weiteren Angaben
entnehmen Sie dem Diagramm.

a) Begriinden Sie, dass es sich im Dia-
gramm bei | und Il tatsdchlich um
isotherme Prozessschritte handelt
und berechnen Sie die beiden Tem-
peraturen.

b) Berechnen Sie die insgesamt in ei-
nem Kreisprozess vom Arbeitsgas
verrichtete Arbeit.

c) Berechnen Sie die insgesamt in ei-

nem Kreisprozess zugefiihrte Warme.

d) Berechnen Sie den bei den gegebe-
nen Temperaturen maximal mogli-
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Quelle:
A. Reichert, http://www.chemiephysikskripte.de/gaskinetik/gasfr.htm

chen Wirkungsgrad und erkldren Sie, wie dieser im Stirling-Motor zumindest theoretisch er-

reicht werden konnte.
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Aufgabe 8: Differenzialgleichungen (4 + 4 = 8 Punkte)

Ein «Spielzeug-Raketenfahrzeug» wird mit einem Luftballon an-

getrieben (siehe Abbildung). Es kann sich auf einer langen Stre-

cke ungehindert bewegen. Wir machen folgende vereinfachende

Annahmen:

e Die Masse des Fahrzeugs ist konstant und betragt 0.2kg.

e Die Schubkraft des Ballons ist ebenfalls konstant und betragt
0.8N.

e Der Ballon Ubt diese Kraft wahrend einer Zeit von 3 Sekunden
aus (bis er leer ist).

e Waihrend der ganzen Bewegung wirkt eine zur Geschwindigkeit proportionale Luftreibungskraft
Fr=-k-vmitk=0.2Ns/m.

e Es wirken sonst keine Roll- oder Gleitreibungskrafte.

e Der Wagen startet ohne Anfangsgeschwindigkeit.

Quelle: ch.opitec.com

a) Berechnen Sie die Geschwindigkeit und die zurlickgelegte Strecke am Ende der «Brenndauer»,
d.h. fur t = 3s.
b) Berechnen Sie die Strecke, welche das Fahrzeug insgesamt zuriicklegt.

Aufgabe 9: Relativitdtstheorie (1+2 + 1 + 1 + 2 = 7 Punkte)

Ein utopisches Raumschiff fliegt mit konstanter Geschwindigkeit an der Erde vorbei. Genau in die-
sem Moment zeigen eine Uhr im Raumschiff und eine Uhr auf der Erde die Zeit ,,0 Sekunden“ an.
Das Raumschiff fliegt weiter und erreicht eine Raumstation, die relativ zur Erde in Ruhe ist und eine
Uhr hat, die mit der Uhr auf der Erde synchronisiert ist (d.h. sie wurde im Bezugssystem Raumstati-
on-Erde gleichzeitig mit der Uhr auf der Erde gestartet). Die Raumstation hat, gemessen im Bezugs-
system Erde-Raumstation, eine Entfernung von 100 Lichtsekunden (= 30°000'000 km) von der Erde.
Beim Vorbeiflug des Raumschiffes zeigt die Uhr der Raumstation die Zeit ,, 125 Sekunden” an.

a) Wie gross ist die Geschwindigkeit des Raumschiffs (in m/s oder in Prozent von ¢)?

b) Welche Zeit zeigt die Uhr des Raumschiffs beim Vorbeiflug an?

c) Wie gross ist die Distanz zwischen Erde und Raumstation im Bezugssystem des Raumschiffs (in
Lichtsekunden)?

d) Wie viel Zeit ist auf der Erde und in der Raumstation wahrend des Flugs vergangen, gemessen
im Bezugssystem des Raumschiffs?

e) Wenn Sie das Resultat von d) mit der Zeit vergleichen, welche die Uhr der Raumstation beim
Vorbeiflug anzeigt, ergibt sich ein Widerspruch. Wie 16st sich dieser auf?
Hinweis: Was kdnnen Sie lber die Zeit aussagen, welche die Raumstation in dem Moment an-
zeigt, in welchem das Raumschiff an der Erde vorbeifliegt, und zwar im Bezugssystem des
Raumschiffs?
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